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1) Interpolation von Sobolev-Raumen.

Sei I = (0,7) ein Zeitintervall, zur Vereinfachung der Notation betrachten wir
hier T' = 27, X sei ein Hilbertraum. Fiir o > 0 kénnen Sobolevraume H(I, X)
definiert werden mit Hilfe der Koeffizienten der Fourier-Reihe, ay, := [, e "*u(t) dt
fir k € Z. Eine Norm auf H*(1, X) ist damit gegeben durch

el r.xy = D (L RP) a1k -
kEZ

Fiir ein weiteres Intervall Q = (0,27) betrachten wir nun Funktionen u : I —
L*(Q)). Zeigen Sie fiir o € (0, 1), dass eine stetige Einbettung

HY(I,L*(Q)) N L*(I, H*(Q)) < H*(I, H*>*(Q,R))

existiert.
Anleitung: Entwickeln Sie eine Funktion w € L?*(I,L*(Q2)) in einer zweifachen

Fourier-Reihe als
u(t, ZE) — E § bk7lezkt€zl$
keZ lez

und schreiben Sie die Normen als

||U||12L11(1,L2(Q)) = CZZ(1+|k|2)|bk,l|27 HUH%Q(I,HQ(Q)) = CZZ(H‘ |l|4)|bk,l|2'

keZ leZ keZ leZ

Sie erhalten die Abschiitzung in H*(I, H*~2*(),R)), indem Sie die entsprechende
Norm ausschreiben und die Young’sche Ungleichung anwenden.

2) Zeitregularitit Wh! und H1/2.

Sei X ein Hilbertraum, 7" > 0, wir betrachten die Raume W&’I(O,T;X) und
H§ (0,7 X). Zeigen Sie:

a) Fiir o € (0,1/2) gilt W' (0, T; X) — H(0,T; X).

b) Es gilt Hy*(0,T: X) ¢ Wa'(0,T; X).



Anleitung: a) Verwenden Sie die gleichméfiige Abschétzung fiir (14 |7]) ||a(7)]| x-
b) Betrachten Sie X = R. Konstruieren Sie eine Funktion u € Hg(Q;R) auf dem
Rechteck Q := (0,T) x (—1,1) C R?. Nutzen Sie aus, dass fiir solche Funktionen
u(-,0) € Hé/ 2(O,T ;R) gilt. Verwenden Sie fiir die Konstruktion von u die spezi-
ellen unstetigen Funktionen log |log |z|| und nutzen Sie aus, dass Funktionen in
Wy (0, T;R) stetig sind.

3) Interpolationsabschétzung.

Bereiten Sie den Beweis der Interpolationsabschétzung aus Lemma 10.11 im Buch
[Schweizer, PDE] fiir die Ubung vor.

Abgabe am 02.12.2014.



