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1) Die Stokes Gleichung als Sattelpunktproblem.

Wir betrachten für v ∈ H1(Ω,RN) und p ∈ L2(Ω,R) den Ausdruck

Ψ(v, p) :=

∫
Ω

{
1

2
|∇v|2 − p ∇ · v

}
. (1)

Zeigen Sie, dass das Sattelpunktproblem infv supp Ψ(v, p) äquivalent zur Minimie-
rungsaufgabe des Stokes Problems ist. Zeigen Sie, dass jede Lösung (v, p) von
DΨ(v, p) = 0 eine Lösung der Stokes Gleichungen ist.

2) Gebietstransformation und Divergenzfreiheit.

Zu zwei Gebieten Ω ⊂ RN und Ω̃ ⊂ RN gebe es eine differenzierbare Bijektion
Φ : Ω → Ω̃ mit detDΦ(x) 6= 0 für alle x ∈ Ω. Ein Vektorfeld v : Ω → RN sei
divergenzfrei. Wir konstruieren dazu das Vektorfeld

ṽ : Ω̃→ RN , ṽj(x̃) =
N∑
k=1

1

detDΦ(x)
∂kΦj(x) vk(x)

mit x̃ = Φ(x). Zeigen Sie, dass dann auch ṽ divergenzfrei ist.
Hinweis: Verwenden Sie eine Testfunktion ϕ = ψ ◦ Φ und die Rechnung (mit
Summationskonvention, für detDΦ(x) > 0)∫

Ω

vk(x)∂kϕ(x) dx =

∫
Ω

vk(x)∂jψ(Φ(x))∂kΦj(x) dx

=

∫
Ω

ṽj(Φ(x)) ∂jψ(Φ(x)) detDΦ(x) dx =

∫
Ω̃

ṽj(x̃) ∂jψ(x̃) dx̃ .



3) Helmholtz Zerlegung von H1(Ω,RN).

Betrachten Sie auf einem glatt berandeten Gebiet Ω ⊂ RN den Grundraum
Y 1 := H1(Ω,RN) und die Unterräume W 1 := {w ∈ Y 1| ∇ · w = 0, n · w|∂Ω = 0}
und Z1 := {g ∈ Y 1| ∃ψ ∈ H2(Ω,R) : g = ∇ψ}. Zeigen Sie, dass W 1 und Z1 ab-
geschlossen sind, orthogonal bezüglich des L2(Ω,RN)-Skalarproduktes, und dass
Y 1 = W 1 ⊕ Z1 gilt. Verwenden Sie für den letzten Punkt die Regularität der
Lösungen von inhomogenen Neumann-Problemen.
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