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1) Proposition 23.2 in einer vereinfachten Situation.

Das Residuum F' € L?(R* R?) erfiille eine Orthogonalitéitsrelation: [pq F'- ¢ =0
fir alle ¢ € H'Y(R* R?) mit V - ¢ = 0. Zeigen Sie, dass dann eine Funktion
p € HL (R3 R) existiert mit F' = Vp.

Anleitung: Zeigen Sie zunéchst mit Testfunktionen ¢ = rot ¥, dass rot F' = 0
im Distributionssinn gilt. Schlieen Sie mit einem Gléattungsargument und der

Poincaré Ungleichung (in H') auf die Existenz einer lokalen Druckfunktion.

2) Verschwindender Gradient.

Sei Q0 C RY offen, u € L?*(€). Fiir den distributionellen Gradienten gelte Vu = 0.
Zeigen Sie mit einem Glattungsargument, dass u eine konstante Funktion ist.

3) Satz vom abgeschlossenen Bild.

Zeigen Sie fiir reflexive Banachrdume die in der Vorlesung nicht bewiesenen Impli-
kationen von Satz 23.4 im Buch [Schweizer, PDE].

4) Surjektivitét des Gradienten und Korollar 23.9.

Sei 2 C RY eine offene Menge mit folgender Eigenschaft fiir eine Konstante C' > 0:
Fiir jede Funktion g € L2(Q, R) existiert ein Losung v € H(Q, RY) von
Veo=g, |vllme < Cllgllze - (1)

Zeigen Sie, dass fiir jedes €2 mit dieser Eigenschaft die Poincaré Abschéitzung in
der negativen Sobolev-Norm

gilt. Uberlegen Sie sich, dass Eigenschaft (1) auf unbeschrinkten Gebieten nicht
gelten kann.
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