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Aufgabe 1 (Stokes in 3D: Umströmung einer Kugel).

In Dimension n = 3 sei U ∈ R3 ein Vektor, R > 0 ein Radius und α ∈ R ein
Faktor. Wir verwenden r = |x| und betrachten
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Bestimmen Sie einen geeigneten Faktor α ∈ R und zeigen Sie, dass mit diesem
Ansatz eine Lösung der Stokes Gleichungen auf dem Außenraumgebiet R3 \ BR(0)
zu den Randbedingungen v = U auf ∂BR(0) und |v| → 0 für r → ∞ gegeben ist.

Zur Information: Mit diesem Ansatz lässt sich die Formel für die Stokes’sche Rei-
bungskraft herleiten: Bei Umströmung einer Kugel mit Radius R > 0 mit einer
Geschwindigkeit U bei einer Viskosität µ ist die Kraft F auf die Kugel gegeben
durch F = 6πµR|U |.

Aufgabe 2 (Satz vom abgeschlossenen Bild).

Der Satz vom abgeschlossenen Bild behauptet für einen linearen Operator D ∈
L(X, Y ) zwischen reflexiven Banachräumen X und Y die Äquivalenz folgender
Aussagen:

(i) R(D) ⊂ Y ist abgeschlossen.

(ii) R(D′) ⊂ X ′ ist abgeschlossen.

(iii) R(D′) = ker(D)◦.

In der Vorlesung wurde die Implikation (ii)⇒(iii) gezeigt. Beweisen Sie die übrigen
Implikationen.

Aufgabe 3 (Eine Beschreibung der inf-sup Bedingung durch Kor. 23.9).

Sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte offene Menge und C > 0. Zu jeder Funktion g ∈ L2
0(Ω)

existiere eine Funktion v ∈ H1
0 (Ω;Rn), sodass

∇ · v = g, ‖v‖H1(Ω) ≤ C‖g‖L2(Ω).

Zeigen Sie, dass dann die folgende Poincaré-Abschätzung gilt:
‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖H−1(Ω), ∀ u ∈ L2

0(Ω).
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