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Aufgabe 1 (Fliachenintegrale im Dreidimensionalen).

Im Dreidimensionalen kann das Flachenmafl durch das Kreuzprodukt zweier na-
tiirlicher Tangentialvektoren (gegeben durch die Parametrisierung der Randflache)
erhalten werden. Zeigen Sie, dass

v(z) dH? (x) = (1 X 72) AL (),

wenn & eine Parametrisierung der Fléche ist, z = ®(p), und 7;(x) = 0;@(p).
Hinweis: Zeigen Sie dazu fiir eine Matrix F' € R3*? mit Spalten f;, f, € R3, dass

det(FTF) = |f1 X f2|

Aufgabe 2 (Kreuzprodukt nach einer Transformation).
Zeigen Sie fiir F' € R33 und Vektoren a,b € R? die Regel

(Fa) x (Fb) = det(F)(F % (a x b).

Aufgabe 3 (Schwingungsgleichung fiir Saiten).

In der Vorlesung wurde ein Modell fiir die statische Beschreibung einer Saite her-
geleitet. Dieselbe Herleitung liefert auch in zeitabhédngigen Problemen eine Evolu-
tionsgleichung fiir die Positionsvariable ®: [0, L] x [0,7] — R", (z,t) — ®(z,1).
Hierbei seien T', L > 0. Bezeichnen wir die Massendichte der Saite im Punkt x mit
p(x), so ergibt sich die Schwingungsgleichung

p(2)07(x, 1) = O, (&mmwu |M) T ) 1)

fur alle (z,t) € (0,L) x (0,7)

Auch die Saite eines Instruments ist eine Saite in unserem Sinne. Uberzeugen Sie
sich, dass, bei konstanter Dichte py und ohne duflere Kraft f, die Linearisierung der
Gleichung (1) die Wellengleichung py0?u = 0¢d*u ergibt. Geben Sie die Frequenzen
einer schwingenden Saite der Lénge L in Abhéngigkeit von oy, pg und L an.

(Bitte wenden)



Aufgabe 4 (Die Kettengleichung).

i)

if)

Wir betrachten n = 2 und eine Gewichtskraft f(z) = —pes mit p € R. Fiir
die Losung ® = (P4, $y) der Gleichung

~0,(s(@)0,0(2)) = f(@), 2B = 1. &)

nehmen wir an, dass sie als Graph geschrieben werden kann, dass also eine
Abbildung Y: R — R existiert, so dass ®o(x) = Y (P (z)) fiir alle z € I gilt.
Leiten Sie fiir Y die Kettengleichung

OeY (€) = kpy/ 1+ |0Y (€2 (3)

her, wobei k£ € R eine Integrationskonstante ist, die aus den Randwerten
bestimmt werden muss.

Anleitung: Eliminieren Sie 0, Py mit Hilfe der Gleichung ®o(x) =Y (P1(x)),
dann 0, P, unter Verwendung von||0,®(z)| = 1. Mit der ersten Komponente
der ersten Gleichung in (2) eliminieren Sie s bis auf eine Integrationskon-
stante k. Die zweite Komponente der Gleichung liefert (3).

Uberzeugen Sie sich, dass cosh explizite Losungen der Kettengleichung (3)
liefert. Losen Sie das Randwertproblem Y (a) = y; und Y (b) = y, fir vorge-
gebene Daten a, b, y;, y, € R.



