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Abgabe bis zum 17.10.2018 beim Ubungsleiter

Aufgabe 1 (Symmetrische und antisymmetrische Matrizen).

Es sei n > 2. Auf dem Raum X = R"*" der reellen n x n-Matrizen definieren wir
das Skalarprodukt (A, B) == A : B = Y} ; A Bj;. Weiterhin seien zwei Operato-
ren Py, P,: X — X durch

1
P,: B+ §(B+BT)
und
1
P,: B|—>§(B—BT).

gegeben.

i) Zeigen Sie, dass P, und P, Projektionen sind, d. h. P, und P, sind linear und
erfillen P? = P, bzw. P? = P,.

a

ii) Beweisen Sie die orthogonale Zerlegung
1
X=FPXdPFPX.

iii) Bestimmen Sie fiir n = 2 den Tensor 4. Stufe, A = (A}/)
P, beschreibt.

M, der die Projektion

Aufgabe 2 (Differentialoperator der Elastizitit).

Sei A: RI*™ — R?*™ der Elastizitdtstensor e — 2ue + Aspur(e)id. Zeigen Sie,
dass sich das lineare Modell der Elastizitatstheorie,

—V.o(z) = f(z), o(x)=AViu(z) firallexzeQ,
schreiben lasst als
—pAu— (p+ANV(V-u)=f inQ.

Folgern Sie fur f = 0 und glatte Losungen u, dass V - u und (in 2 und 3 Dimen-
sionen)! curlu harmonisch sind. Schlieflen Sie daraus, dass u biharmonisch ist,

AAu = 0.

In 2 Raumdimensionen ist der curl-Operator durch die Vorschrift curl: R? — R, (u1,uz) —
—0su1 + Or1us gegeben.




Aufgabe 3 (Rekonstruktion zweiter Ableitungen).

Sei n > 2 und Q C R™ zusammenhdngend. Weiterhin sei v € C?(;R"). Zei-
gen Sie folgende Relation fiir den symmetrischen Gradienten e := V*u und seine
Ableitungen,

8j8kui = @eik + 8keij — @ejk fur alle 1,7, ke {1, R ,n} .

Aufgabe 4 (Lamé-Konstanten I: Scherung und Kompression).

Wir betrachten die Elastizitatsgleichungen
—V.-o(z)=f(z), o(z)=AVu(r) furallexeQ,

im dreidimensionalen Raum, wobei A: R3*3 — R3*3 durch die Vorschrift Ae =
2pue + Aspur(e)id gegeben ist. Die Lamé-Konstanten p und A seien beliebig vor-
gegeben.

Fir € € R ist eine Scherung gegeben durch

u(x) =exge; mit  Viu(x) =

DO =
o O
OO M
o OO

und eine gleichméaBige Kompression/Expansion ist gegeben durch
w(z) =ex mit Viu(z)=cid.

Zeigen Sie, dass Scherung und Kompression Losungen der Elastizitatsgleichungen
sind und bestimmen Sie den Spannungstensor o.



