Blatt 9 14.6.19

Ubungen zur Vorlesung

Klassische Methoden der

Partiellen Differentialgleichungen
Sommersemester 2019

Prof. Dr. B. Schweizer

1) Winkelgebiete

Sei R} = {(z1,...,zn) € R" : 2, > 0}.

a) Zeigen Sie, dass es eine nichttriviale Funktion u € C%(R7) gibt mit
Au = 0in RY, u = 0 auf ORY. (%)

Warum ist dies kein Widerspruch zum Maximumprinzip? Beweisen Sie weiterhin, dass
u = 0 gilt, falls v zusédtzlich beschrinkt ist. Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass die
symmetrisch gespiegelte Funktion auf R™ harmonisch ist.

b) Sei a € (0,27) ein Winkel und
Se = {x =r(cosp,sinp)|r > 0,0 < ¢ < a}

ein Sektor in R2. Zeigen Sie, dass es fiir geeigenete a Funktionen u € C?(S,\{0})NC°(S,)
gibt mit

Au = 0in S,, u = 0 auf 9S,, (xx)
lim |Vu(z)| = oo.
r—0,2€Sy

Verwenden Sie einen Separationsansatz.



2) Ein Neumann-Problem im Halbraum

Es sei Q = R% der Halbraum mit Rand 9Q = R?, p € C(R?) eine Ladungsdichte auf
0. Wir betrachten

_ L ey
U= 5 o o oy W)

Beweisen Sie, dass u harmonisch ist und die Randbedingung

lim0 Osu(z, x3) = —p(T)

erfiillt. Anleitung: Interpretieren Sie die Integraldarstellung von dsu(z,1/m) als Faltung
von p mit einer Dirac-Folge.

3) Das Spektrum des Dirichlet-Problems auf Quadern

Fir einen Vektor a = (a1,...,a,) € R} von Kantenlingen bezeichne @, :=
{r € R" : 0 < z; < a;} den zugehodrigen Quader mit Eckpunkt 0. Das Spektrum des Ope-
rators —A auf ), lasst sich explizit angeben: Die Eigenfunktionen sind

U (x) = sin (Wk‘ﬂﬁ) ....-sin (Wk"ln")
aq Qn,

fiir k € N7, das Spektrum o = o, C R ist gegeben durch
(wkn>2}
(=) ¢
Qn

2
a:{)\eRHkENZ: A:(Wa—kl) +
1

a) Das Spektrum o, werde geordnet durch o, = {\;|j € N}, wobei Ag(a) < M (a) <
Ao(a) < ... Beweisen Sie fir jedes m € N :

a#a, a;<a;Vi=1,....n = A,(a) > \,(a).
b) Leiten Sie die folgende Abschitzung fiir die Dichte des Spektrums ab:

VA€ (Mo(a),00) 1 2dist(A, 0,) < [\/Xi_ﬂ- + %1

wobei aj, := max; a; die lingste Kantenldnge ist.

Folgern Sie aus b) die Grenzbeziehung limpg .o 0g.. = [0,00) in dem Sinne, dass jede
Zahl p € [0, 00) fiir R — oo durch Eigenwerte in 0., approximiert werden kann.
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