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1) Eigenwerte und Eigenfunktionen (12 Punkte)

a) Geben Sie auf Q = (0,7)" C R" alle Eigenwerte A € C und zugehorigen Eigenfunktionen
von —A an, also Losungen u € C?(Q2) N CY(Q) von

—Au = \u auf
u=20 auf 9.

b) Welche Eigenschaften haben alle A?
c) Skizzieren Sie fiir n = 1 einen Beweis dafiir, dass tatséchlich die Eigenfunktionen ein
vollstéindiges Orthonormalsystem in L2(Q2) bilden.

2) Darstellungsformel (10 Punkte)

a) Geben Sie fiir f € C2(R") eine Darstellungsformel fiir u mit —Awu = f auf R™ an.
b) Skizzieren Sie einen Beweis fiir eine Abschétzung der Form

IVul[pee < Cl[f] Lo

3) Zwiebelintegration (8 Punkte)

Geben Sie die Formel fiir die Zwiebelintegration an.

4) Charakteristiken und Erhaltungsgleichungen (10 Punkte)

Zu Anfangswerten ug : R — R sei u = u(z,t), u: R x (0,7) — R eine Losung von
By + B, ()] = 0. )

Welche Eigenschaften haben Charakteristiken v, (t)? Skizzieren Sie, wie mit Charakteristiken
Losungen von (x) konstruiert werden kénnen.

5) Verkehrsflussmodell (10 Punkte)

Ein einfaches Verkehrsflussmodell verwendet dyu + 0, [f(u)] = 0 mit f(u) = u(1 — u). Geben
Sie fiir
1firz>0

u(z,0) = 1 e 2 < 0 (Stau rechts)
2

eine Losung an. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich der Schock?



6) Maximumprinzip (12 Punkte)

Auf R? = R"! x Ry sind Lésungen u von
Au =0 auf R}
u=gqg auf R’}
mit g € CP(R™"™1) gegeben durch

2z,

1
u(z) = e, / g(y)m dy. ()

Rn—1

a) Zeigen Sie, dass fiir g = 1 die Funktion u aus (%) konstant ist.
b) Folgern Sie aus (x) ein starkes Maximumprinzip.

7) Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung (8 Punkte)

Rechnen Sie fiir die 1-dimensionale Fundamentallosung

1
O(x,t) = 47rt€_ﬁ

nach, dass fiir t > 0 tatséchlich (0 — A)® = 0 gilt.
8) Distributionen (10 Punkte)

(a) Geben Sie die wesentlichen Punkte der Definition einer Distribution auf R™ an.

(b) Geben Sie eine Distribution auf R an, die sich als glatte Funktion darstellen ldsst. Was
bedeutet dies?

(c) Geben Sie eine Distribution auf R an, die sich nicht durch ein f € L}, (R) darstellen ldsst.

(d) Geben Sie eine Distribution auf R an, die sich lokal durch eine glatte Funktion darstellen
lisst, aber nicht durch ein f € LY(R).

(e) Geben Sie eine Folge (u)ren von Distributionen auf R an mit uj, € L!(R) fiir alle k € N
und ug — 0 in D'(R), aber [[ug||f1ry = 1 fiir alle k € N.

9) Wellengleichung (8 Punkte)

Losen Sie auf R x (0, 00) die Gleichung
O*u — 0*u =0,
u(x,0) = ug(z) und dyu(x,0) = uq(x) fiir alle z € R

mit dem Ansatz u(z,t) = v(x —t) + w(z + t). Geben Sie Formeln fiir v und w in Abhéngigkeit
von ug und w1 an.

10) Wellengleichung (12 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir ug € L, (R, R) die Funktion u(z,t) := ug(x — t) eine Lésung von
O+ Ozu = 0 auf R x (0, 00)

im Distributionssinn ist.



