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1) Eigenwerte und Eigenfunktionen (8 Punkte)

Auf dem beschrinkten Gebiet 2 C R™ betrachten wir Lésungen u von

—Au = \u in Q
u=>0 auf 00

zu einer Zahl A € C (Eigenwert). Zeigen Sie
a) A ist reell und positiv.

b) Eine Eigenfunktion u € C?(£2) hat kein negatives lokales Maximum.

2) Harmonische Funktionen in Polarkoordinaten (8 Punkte)

Polarkoordinaten in R? seien (r, ) € Ry x [0,27).
a) Geben Sie alle harmonischen Funktionen der Form u(r, ¢) = r®sin(8¢) an.
b) Fiir m € N sei u(r, ) = U(r)sin(my) eine Eigenfunktion von —A, also
—Au = Au.

Stellen Sie eine Gleichung fiir U auf (Besselsche DGL).

3) Satz von Liouville (12 Punkte)

Im Wesentlichen gilt: Beschrankte harmonische Funktionen sind konstant.
a) Formulieren Sie die prizise Aussage.

b) Geben Sie ein unbeschrinktes Gebiet & C R™ an und u :  — R beschriankt und harmo-
nisch mit u # const.

c¢) Skizzieren Sie einen Beweis fiir folgende Aussage. Es existiert ein C' > 0 so dass fiir alle
x € R", R > 0 und alle u : Bp(z) — R harmonisch gilt
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4) GleichméiBige Konvergenz von Losungen (10 Punkte)

Sei 2 C R™ ein beschriinktes Gebiet, seien uj Losungen von —Auy = fi auf Q (mit Dirichlet-
Randbedingung). Begriinden Sie, dass fiir fy — f gleichméBig in Q2 die Lésungen uy, gleichméifig



gegen die Losung v von —Awu = f auf  (mit Dirichlet-Randbedingung) konvergieren. Skizzieren
Sie einen Beweis mit der Green’schen Funktion G = G(z,v).

5) Burgers-Gleichung (14 Punkte)

Wir betrachten die Burgers-Gleichung
1
Oru + 5(%(212) =0 auf R x (0, c0)

mit der Anfangsbedingung

(2.0) = 0 fiir x <0,
WL = 1 fir > 0.

a) Geben Sie explizit eine Losung an, die nur zwei Werte annimmt. Was besagt die Rankine-
Hugoniot-Bedingung? Was ist im Beispiel die Schockgeschwindigkeit?

b) Geben Sie explizit eine Losung mit Verdiinnungswelle an. Welche Losung (aus a) oder b))
ist physikalisch sinnvoll? Begriinden Sie ihre Wahl.

6) Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung (8 Punkte)

Geben Sie qualitativ (Konstanten sind nicht wichtig) die Fundamentallosung der Wirmelei-
tungsgleichung an. Nennen Sie drei fundamentale Eigenschaften.

7) Ausbreitungsgeschwindigkeit (16 Punkte)

a) ,Die Wellengleichung in R und R? hat eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.* For-
mulieren und begriinden Sie eine prizise Aussage.

b) ,Die Wirmeleitungsgleichung hat eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.“ Formu-
lieren Sie eine Aussage und begriinden Sie mit einem Maximumprinzip.

8) Die geddmpfte Plattengleichung (14 Punkte)

Die gedédmpfte Plattengleichung lautet (eingespannt und gelagert)
OFu+ Au = bAu auf €2,
u=20 auf 0,
Au=0 auf 0€).

Finden Sie fiir Quader 2 explizite Losungen.

9) Distributionen (10 Punkte)

Fiir Distributionen ug, fx,u, f € D'(Q) gelte —Auy = fr, und —Au = f in D’. Beweisen oder
widerlegen Sie:

a) Aus up — u in D’ fiir k — oo folgt fr — f in D' fiir k — oo.

b) Aus fr — f in D' fiir k — oo folgt ur, — u in D’ fiir k — co.




