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Aufgabe 4.1 (Wärmeleitungsgleichung; 10 Punkte). Bestimmen Sie die Lösung der
Wärmeleitungsgleichung

∂tu(x, t)− ∂2
xu(x, t) = 0 für (x, t) ∈ R× (0,∞) ,

u(x, 0) =
1√
4π

exp

(
−x2

4

)
für x ∈ R .

Anleitung: Bilden Sie die Fouriertransformierte û(ω, t) von u(x, t) und lösen Sie für
jedes ω ∈ R die zugehörige gewöhnliche Differentialgleichung mit Anfangswerten
û(ω, 0) = F [u(·, 0)](ω).

Aufgabe 4.2 (Wärmeleitungsgleichung mit Randbedingungen; 10 Punkte). Be-
stimmen Sie für (x, t) ∈ (0, π/2)× (0,∞) die Lösung der Wärmeleitungsgleichung

∂tu(x, t)−
1

4
∂2
xu(x, t) = 0 ,

u(x, 0) = sin(x) + sin(2x) + cos(3x) ,

u(0, t) = exp

(
−9t

4

)
und u(π/2, t) = exp

(
− t

4

)
.

Anleitung: Bestimmen Sie zwei Funktionen uL, uR : (0, π/2)× (0,∞) → R vom Typ

uL(x, t) = cos(µx) exp

(
−µ2t

4

)
mit uL(0, t) = exp

(
−9t

4

)
,

uR(x, t) = sin(νx) exp

(
−ν2t

4

)
mit ur(π/2, t) = exp

(
− t

4

)
.

Lösen Sie dann für (x, t) ∈ (0, π/2)× (0,∞) das Anfangswertproblem

∂tuA(x, t)−
1

4
∂2
xuA(x, t) = 0 ,

uA(x, 0) = sin(x) + sin(2x) + cos(3x)− uR(x, 0)− uL(x, 0)

mit den homogenen Randbedingungen uA(0, t) = 0 = uA(π/2, t) für alle t ∈ (0,∞).
Die Lösung u der Wärmeleitungsgleichung ist dann gegeben durch u = uA+uL+uR.



Aufgabe 4.3 (Maxwell-Gleichungen; 10 Punkte).

a) Es sei V : R3 → R3 ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld. Wir defi-
nieren den vektorwertigen Laplace-Operator durch ∆V := (∆V1 ,∆V2 ,∆V3) .
Zeigen Sie die Identität

rot
(
rotV

)
= −∆V +∇(divV ) .

b) Es seien E,H : R3× (0,∞) → R3 zweimal stetig differenzierbare Lösungen der
Maxwell-Gleichungen

divx E(x, t) = 0 , ∂tE(x, t) = rotxH(x, t) ,

divxH(x, t) = 0 ∂tH(x, t) = − rotxE(x, t) .

Die beiden Operatoren divx und rotx beziehen sich jeweils nur auf die Ortsva-
riable x. Zeigen Sie, dass E und H die folgenden Wellengleichungen lösen:

∂2
tE −∆E = 0 und ∂2

tH −∆H = 0 .
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