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Aufgabe 3.1 (Dirichlet-Problem auf dem Außenraumgebiet; 10 Punkte). Es sei
R > 0 ein Radius, Ω := R2\BR(0) ⊂ R2 ein Gebiet und g ∈ L2(∂Ω,R). Konstruieren
Sie mittels Fourierreihen eine Lösung des Dirichlet-Problems

−∆u = 0 in Ω ,

u = g auf ∂Ω = ∂BR(0) .

Hinweis: Übersetzen Sie das Dirichlet-Problem in Polarkoordinaten. Nutzen Sie
dafür die Funktionen

U(r, φ) := u
(
r cos(φ), r sin(φ)

)
und G(φ) := g

(
R cos(φ), R sin(φ)

)
.

Entwickeln Sie dann die Funktion G in eine Fourierreihe.

Aufgabe 3.2 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen; 10 Punkte). Es sei
Ω ⊂ Rn ein Gebiet, u : Ω → R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit
∆u = 0 in Ω und Br(x) ⊂ Ω für r > 0 und x ∈ Ω. Weiter sei φ : [0, r] → R eine
integrierbare Gewichtsfunktion mit

∫
Br(0)

φ(|x|) dx = 1.

a) Zeigen Sie die Mittelwerteigenschaft

u(x) =

∫
Br(x)

u(y)φ(|y − x|) dy .

b) Zeigen Sie, dass u unendlich oft stetig differenzierbar ist.

Aufgabe 3.3 (Diffusionsgleichung; 10 Punkte). Bestimmen Sie für (x, t) ∈ [0, 2π]×
[0,∞) die Lösung des Anfangswertproblems

∂tu− 9 ∂2
xu = 0 ,

∂xu(0, t) = ∂xu(2π, t) = 0 , u(x, 0) = 1− cos(2x) .
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