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Prof. Dr. B. Schweizer M.Sc. Tim Schubert

In jeder Aufgabe sind maximal 10 Punkte zu erreichen.

Die Aufgaben 9.1, 9.2 und 9.3 sind schriftlich zu bearbeiten.

Aufgabe 9.1. [Inverse Laplace-Transformation] Wir betrachten für zulässiges λ ∈ C die
Funktion f : [0,∞) → C, t 7→ eλt mit Laplace-Transformation

L[f ](s) = 1

s− λ
.

Zeigen Sie mit Hilfe des Residuensatzes die Formel

f(t) =
1

2π
· CH

∫
R

1

s+ iy − λ
et(s+iy) dy .

Aufgabe 9.2. [Cauchy-Schwarzsche Ungleichung]

a) Es sei V ein reeller Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt ⟨·, ·⟩ : V × V →
R. Weiter sei ∥ · ∥ die von dem Skalarprodukt induzierte Norm. Zeigen Sie für alle
Vektoren u, v ∈ V die Cauchy-Schwarze Ungleichung

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥ ∥v∥

(i) für normierte Vektoren u, v ∈ V mit ∥u∥ = ∥v∥ = 1,

(ii) für allgemeine Vektoren u, v ∈ V .

b) Es seien ak ∈ R für alle k ∈ N. Zeigen Sie, dass eine Konstante C > 0 existiert,
sodass (

∞∑
k=1

ak

)2

≤ C
∞∑
k=1

a2k k
2 .

Aufgabe 9.3. [Ein nicht vollständiger metrischer Raum]Wir betrachten den Vektorraum

ℓ1(N,R) =

{
(xn)n∈N

∣∣∣∣∣ xn ∈ R für alle n ∈ N ,

∞∑
n=1

|xn| < ∞

}



und die Norm ∥ ·∥ℓ2 =
√ ∞∑

n=1

|xn|2. Zeigen Sie, dass ℓ1(N,R) versehen mit der Norm ∥ ·∥ℓ2

nicht vollständig ist.

Aufgabe 9.4. [Matrixnormen] Es sei A = (aij)ij ∈ Rn×m.

a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen

∥ · ∥∞ : Rn×m → R, ∥A∥∞ := max
i=1,...,m
j=1,...,n

|aij| ,

∥ · ∥2 : Rn×m → R, ∥A∥2 :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2 ,

∥ · ∥ : Rn×m → R, ∥A∥ := max
∥x∥Rm=1

∥Ax∥Rn

Normen auf Rn×m erklären.

b) Zeigen Sie, dass die Normen ∥ · ∥∞ , ∥ · ∥ und ∥ · ∥2 auf Rn×m äquivalent sind.

Aufgabe 9.5. [Ladung im elektrischen Schwingkreis] Bestimmen Sie die Ladung Q im
elektrischen Schwingkreis

Q′′(t) + 2Q′(t) + 5Q(t) =

{
1 für t ∈ [1, 2] ,

0 sonst,

mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Q′(0) = 0 mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Abgabe am 13.12.2023 bis 14:00 Uhr online auf Moodle.


