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Aufgabe 1. [5 Punkte]

Definieren Sie die Begriffe

a) reeller Vektorraum,

b) Rang(A), Bild(A) und Kern(A) einer Matrix A ∈ Rm×n.

Aufgabe 2. [5 Punkte]

a) Formulieren Sie das Monotoniekriterium für reelle Zahlenfolgen.

b) Formulieren Sie den Zwischenwertsatz.

Aufgabe 3. [15 Punkte]

a) Es sei für ε ∈ R und A :=

(
a b
c d

)
∈ R2×2 mit det(A) = 0 die Matrix Aε ∈ R2×2

definiert durch

Aε := A+ εI2 =

(
a b
c d

)
+

(
ε 0
0 ε

)
=

(
a+ ε b
c d+ ε

)
.

Bestimmen Sie alle ε in Abhängigkeit von a, b, c, d ∈ R, sodass die Matrix Aε

invertierbar ist.

b) Es sei A ∈ Rn×n eine invertierbare Matrix mit Eigenwert λ und zugehörigem Eigen-
vektor x. Zeigen Sie, dass dann 1

λ
ein Eigenwert der Matrix A−1 zum Eigenvektor

x ist.



Aufgabe 4. [15 Punkte]

a) Es sei (ak)k∈N eine Folge reeller Zahlen mit ak ̸= 0 für alle k ∈ N und 0 ̸= a ∈ R.
Es gelte lim

k→∞
ak = a. Zeigen Sie, dass die Folge

(
1
ak

− 1
a

)
k∈N

eine Nullfolge ist.

b) Es sei (ak)k∈N eine Folge reeller Zahlen mit ak ≥ 0 für alle k ∈ N und a ∈ R mit
a ≥ 0 und √

a2k − a2 −→ 0.

Zeigen Sie, dass lim
k→∞

ak = a gilt.

Aufgabe 5. [8 Punkte] Es sei I2 ∈ C2×2 die Einheitsmatrix. Geben Sie Matrizen A ∈
C2×2 an, sodass gilt:

a) A ist nicht invertierbar.

b) dim Kern(A) = 1.

c) dim Bild(A) = 1.

d) PA(λ) = λ2 − 3λ+ 2.

e) A ist nicht diagonalisierbar.

f) A ∈ R2×2 und alle Eigenwerte sind Elemente in C \ R.

g) I2 ̸= A ist hermitesch.

h) I2 ̸= A ist orthogonal.

Aufgabe 6. [4 Punkte] Geben Sie reelle Zahlenfolgen (ak)k∈N und (bk)k∈N an, sodass
gilt:

a) Die Folge (ak)k∈N besitzt eine Teilfolge, die eine Nullfolge ist, aber (ak)k∈N konver-
giert nicht.

b) Die Folge (ak)k∈N ist eine Nullfolge, aber die Folge (akbk)k∈N konvergiert nicht.

c) |akbk|+ |b2k − 1| −→ 0 aber (ak)k∈N und (bk)k∈N sind nicht beide konvergent.

d)
√

a2k − a2 −→ 0 für ein a ∈ R, aber lim
k→∞

ak ̸= a.



Aufgabe 7. [12 Punkte] Bestimmen Sie alle z ∈ C mit der Eigenschaft

a) |z + i| = |z − 1|.

b) z2 + z = i− Im(z)2.

Aufgabe 8. [12 Punkte] Gegeben sei die Matrix

A :=

 2 −1 0
−1 2 1
0 1 2

 ∈ R3×3.

a) Zeigen Sie, dass die Matrix A die Eigenwerte λ1 = 2, λ2 = 2 +
√
2 und

λ3 = 2−
√
2 besitzt.

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des R3 aus Eigenvektoren von A.

Aufgabe 9. [12 Punkte] Es seien

U :=
{
x ∈ R3

∣∣ x1 − 2x2 + 3x3 = 0
}
⊂ R3

V :=
{
x ∈ R3

∣∣ 2x1 + x2 − 5x3 = 0
}
⊂ R3

zwei Ebenen im Raum R3.

a) Geben Sie eine mögliche Parameterdarstellung der Ebenen U und V an.

b) Bestimmen Sie den Schnitt der Ebenen U und V .

Aufgabe 10. [12 Punkte] Untersuchen Sie die Folge (ak)k∈N mit

ak =
2k2 + (−1)k(k2 + 2)

k2

auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.


