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Aufgabe 1 (Differentialoperator der Elastizitét).

Sei A: R}*™ — R e +— 2ue + Aspur(e)id der Elastizitatstensor. Zeigen Sie,
dass sich das lineare Modell der Elastizitatstheorie,

—V.o=f, o0=AVy inQ,
schreiben lasst als
—pAu — (p+ANV(V-u)=f inQ.

Folgern Sie fiir f = 0 und glatte Losungen v in 2 und 3 Dimensionen: Sowohl V - u
als auch curl u sind harmonisch.! Schlieen Sie daraus, dass u biharmonisch ist,

AAu = 0.

Aufgabe 2 (Lamé-Konstanten I: Scherung und Kompression).

Wir betrachten die Elastizitatsgleichungen
—V.o(z) =0, o(x)=AVu(z) firalleze,

im dreidimensionalen Raum, wobei A: R3*3 — R3*3 durch die Vorschrift Ae =
2ue 4+ Aspur(e)id gegeben ist fiir u, A > 0. Fir € € R ist eine Scherung gegeben
durch

u(z) = exgey,

und eine gleichméfige Kompression/Expansion ist gegeben durch
u(z) = ex.

Zeigen Sie, dass Scherung und Kompression Losungen der Elastizitatsgleichungen
sind und geben Sie den Spannungstensor o sowie V*®u an.

(Bitte wenden)

In 2 Raumdimensionen ist der curl-Operator durch die Vorschrift curl : R? — R, (u1,us)
—Oouy + Orus gegeben.



Aufgabe 3 (Symmetrische und antisymmetrische Matrizen).

Es sei n > 2. Auf dem Raum X = R™" der reellen n x n-Matrizen definieren wir
das Skalarprodukt (A, B) .= A: B = >k Ar By Weiterhin seien zwei Operato-
ren P, P,: X — X durch

1
P,: B+ 5(B+BT)
und
1
P,: B+ 5(B — BT
gegeben.

i) Zeigen Sie, dass P; und P, Projektionen sind, d.h. P, und P, sind linear und
erfillen P? = P, bzw. P? = P,.

a

ii) Beweisen Sie die orthogonale Zerlegung

X=FPX®, PX.

iii) Bestimmen Sie fiir n = 2 den Tensor 4. Stufe, A = (A}})}!, der die Projektion
P, beschreibt.



