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Aufgabe 1 (Der Erzeuger der Wärmeleitungs-Halbgruppe).
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz-Gebiet und X = L2(Ω). Wir betrachten auf
X die Wärmeleitungshalbgruppe (S(t))t≥0 mit homogenen Dirichlet-Randwerten.
Zu u0 ∈ X und t ≥ 0 sei

u ∈ C0([0, t]; L2(Ω)) ∩ L2(0, t; H1
0 (Ω))

die eindeutige schwache Lösung von

∂tu = ∆u, u(0) = u0.

Wir setzen dann
S(t)u0 = u(t).

Bestimmen Sie den Erzeuger (A, D(A)) der Halbgruppe (S(t))t≥0.

Anleitung:

(i) Entwickeln Sie u ∈ X in Eigenfunktionen von −∆ (mit Nullrandwerten) und
stellen Sie damit S(t)u explizit dar.

(ii) Überlegen Sie, was die Bedingung u ∈ D(A) für die Koeffizienten der Ent-
wicklung bedeutet.

(iii) Zeigen Sie, dass im Fall u ∈ D(A) die Partialsummen der Entwicklung nicht
nur in L2(Ω) konvergieren, sondern sogar schwach in H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω).

(iv) Zeigen Sie andererseits für u ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω), dass u ∈ D(A) und Au = ∆u.
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