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Aufgabe 1 (Satz vom abgeschlossenen Graphen).
Seien X, Y Banachräume und A : X → Y ein linearer Operator. Zeigen Sie: Der
Operator A ist genau dann stetig, wenn der Graph

Γ(A) = {(x, Ax) | x ∈ A} ⊂ X × Y

abgeschlossen ist.
Hinweis: Verwenden Sie den Satz von der offenen Abbildung. Dieser besagt,

dass eine stetige lineare Abbildung zwischen Banachräumen genau dann surjektiv
ist, wenn sie offen ist.

Aufgabe 2 (Reskalierte Halbgruppe).
Sei S(t) eine ω-kontraktive Halbgruppe auf einem Banachraum X. Zeigen Sie, dass

T (t)u := e−ωtS(t)u

eine kontraktive Halbgruppe auf X definiert, und bestimmen Sie den Erzeuger von
T (t).

Aufgabe 3 (Resolventenabschätzung nicht erfüllt).
Wir betrachten den Banachraum

X = {u ∈ L2(R+) | u|(0,1) ∈ H1((0, 1))}

mit der natürlichen Norm

‖u‖2
X = ‖u‖2

L2(R+) + ‖∇u|(0,1)‖2
L2((0,1)), u ∈ X.

(i) Geben Sie den natürlichen Definitionsbereich D(A) für den Operator A = ∂x

auf X an.

(ii) Zeigen Sie, dass D(A) ⊂ X dicht ist.

(iii) Zeigen Sie, dass λ ∈ ρ(A) für alle λ ∈ C mit <λ > 0.

(iv) Zeigen Sie, dass keine Resolventenabschätzung gilt, also kein M ∈ R existiert,
sodass

‖R(λ, A)‖ ≤ M

<λ
für alle λ ∈ C mit <λ > 0.
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Aufgabe 4 (Die Wellengleichung).
Wir betrachten auf einem beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rn die Wellengleichung

∂2
t u = ∆u, u|∂Ω = 0.

(i) Testen Sie die Gleichung mit ∂tu und begründen Sie so, warum wir Lösungen
erwarten mit

u ∈ C0((0, T ), H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C0((0, T ); L2(Ω)).

(ii) Formulieren Sie die Gleichung als ∂tU = AU mit einem geeigneten Banach-
raum X und einem Operator A : X ⊃ D(A) → X.

(iii) Bestimmen Sie (formal) den Definitionsbereich D(A) ⊂ X.

(iv) Zeigen Sie λ ∈ ρ(A) für λ > 0.
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