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Aufgabe 1 (Satz vom abgeschlossenen Graphen).

Seien X, Y Banachrdume und A : X — Y ein linearer Operator. Zeigen Sie: Der
Operator A ist genau dann stetig, wenn der Graph

I'A) ={(z,Az) |r€e A} C X xY

abgeschlossen ist.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von der offenen Abbildung. Dieser besagt,
dass eine stetige lineare Abbildung zwischen Banachrdumen genau dann surjektiv
ist, wenn sie offen ist.

Aufgabe 2 (Reskalierte Halbgruppe).

Sei S(t) eine w-kontraktive Halbgruppe auf einem Banachraum X. Zeigen Sie, dass
T(t)u = e “'S(t)u

eine kontraktive Halbgruppe auf X definiert, und bestimmen Sie den Erzeuger von
T(t).

Aufgabe 3 (Resolventenabschitzung nicht erfiillt).

Wir betrachten den Banachraum
X ={ue L*(Ry) | uloy € H'((0,1))}
mit der natiurlichen Norm
||U||§( = HU||%2(R+) + ||VU|(0,1)||%2((0,1)), ue X.

(i) Geben Sie den nattrlichen Definitionsbereich D(A) fiir den Operator A = 0,
auf X an.

(ii) Zeigen Sie, dass D(A) C X dicht ist.
(iii) Zeigen Sie, dass A € p(A) fir alle A € C mit A > 0.

(iv) Zeigen Sie, dass keine Resolventenabschatzung gilt, also kein M € R existiert,
sodass

M
< —
IR A < =

fur alle A € C mit £ > 0.



Aufgabe 4 (Die Wellengleichung).
Wir betrachten auf einem beschrankten Gebiet 2 C R™ die Wellengleichung

Ofu = Au, ulsq = 0.

(i) Testen Sie die Gleichung mit d,u und begriinden Sie so, warum wir Losungen
erwarten mit

u € C°(0,T), Hy (), 0w € C°(0,T); L*(Q)).

(ii) Formulieren Sie die Gleichung als 0;U = AU mit einem geeigneten Banach-
raum X und einem Operator A: X D D(A) — X.
(iii) Bestimmen Sie (formal) den Definitionsbereich D(A) C X.

(iv) Zeigen Sie A € p(A) fiir A > 0.



