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Abgabe am 18.04.2018 in der Vorlesung

Aufgabe 1 (Stetigkeitseigenschaften der Verschiebungsdynamik).

Sei 1 <p < oo und X = LP(R). Wir definieren die lineare Halbgruppe S(t) auf X
als die Rechtsverschiebung

(S(t)uo)(x) = uo(x — 1)
fir ug € X, r € Rund ¢t > 0. Zeigen Sie:
(i) Die Halbgruppe ist nicht gleichférmig stetig.
(ii) Im Fall p = oo ist S(t) nicht stark stetig.

Aufgabe 2 (Die Methode der Charakteristiken).

Wir betrachten zu einem vorgegebenen Vektorfeld b € C*°(R", R") auf R", das
zudem Lipschitz-stetig ist, die lineare Evolutionsgleichung

Owu(t,z) = —=b(x) - Veu(t,z), u(0,-) =ug (1)
mit vorgegebenen Anfangswerten uy € X := C1(R").
(i) Der Fluss ¢ : R x R™ — R™ von b ist definiert durch die Gleichungen
6(0,2) =z, O(t,x) =0b(o(t,z)), xeR"teR.

Begriinden Sie, dass ¢; := ¢(t, -) invertierbar ist, und sowohl ¢, als auch ¢; '
C'-Funktionen sind.

(ii) Wir definieren auf X die lineare Halbgruppe S(t) durch

(S(t)uo)(z) = uo(; '(x)), = €R™

Zeigen Sie, dass u(t,r) = (S(t)ug)(z) eine C'-Funktion definiert und die
Gleichung 16st.

(iii) Wir nehmen nun an, dass V-b = 0 in R"™. Zeigen Sie, dass ||u(t, )| .» = ||uo||r»
fiir alle £ > 0 und alle 1 < p < o0.



Aufgabe 3 (Fourier-Reihen).
Wir kénnen in X = L?((0,7),R) die Evolutionsgleichung

Owu(t,x) = Au(t,z), u(.,0) =uge X
l6sen, indem wir eine Fourierentwicklung durchfiihren:
up(z) = > ugrsin(kz), u(t,z) =Y wp(t)sin(kz), wu(t)= ure .
k=1 k=1

Wir finden so eine Losung mit homogenen Dirichlet-Randwerten, also u(-,0) =
u(-,m) = 0.

(i) Was fiir eine Gleichung lésen wir, wenn wir nicht in Sinusfunktionen, sondern
in Kosinusfunktionen entwickeln?

(ii) Was passiert, wenn wir die Dirichlet-Losung in Kosinusfunktionen entwi-
ckeln? Konnen wir schliefen, dass die Losung auch homogene Neumann-
Randwerte hat?

Aufgabe 4.

Wir haben in der Vorlesung die Wéarmeleitungsgleichung mit drei verschiedenen
Methoden gelost. Zeigen Sie die dafiir jeweils benétigten a priori Abschétzungen:

(i) Entwicklung in Eigenfunktionen. Fir die approximativen Losungen

n
Uun(t, ) = Y ugke o
k=1
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(ii) Galerkin-Verfahren. Fiir die Losungen u,, € C'(R, X,,) von
O (t) = PyAuy(t),  u,(0) = P,ug
gilt die gleiche Abschatzung.

(iii) Rothe-Methode. Fiir die Funktionen uy € HJ (), die iterative definiert sind
durch

gilt die Abschétzung
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