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Aufgabe 1 (Ein Maximumprinzip für subharmonische Funktionen). (5 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄).

a) Sei u strikt subharmonisch, also −∆u < 0 in Ω. Zeigen Sie, dass u in Ω kein lokales
Maximum besitzt.

b) Sei u subharmonisch, also −∆u ≤ 0 in Ω. Weisen Sie nach, dass u sein Maximum auf
dem Rand annimmt, maxΩ̄ u = max∂Ω u.

Hinweis zu b): Addieren Sie die Funktion ε exp(x1) mit ε > 0 und verwenden Sie a).

Aufgabe 2 (Rotation eines Vektorfeldes). (5 Punkte)
Die Rotation eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes V : R3 → R3 ist definiert durch

curl V = (∂x2V3 − ∂x3V2, ∂x3V1 − ∂x1V3, ∂x1V2 − ∂x2V1) .

Gegeben sei ein Gebiet Ω ⊂ R3 mit C1-Rand und äußerem Normalfeld ν, sowie ein Vektorfeld
F ∈ C2(Ω̄,R3). Zeigen Sie die Relation∫

∂Ω
curl F · ν dS = 0 .

Aufgabe 3 (Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten). (5 Punkte)
Sei u ∈ C2(R2;R). In Polarkoordinaten Φ : [0,∞) × [0, 2π) → R2, (r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ)
betrachtet man die Funktion ũ := u ◦Φ, ũ(r, ϕ) = u(r cosϕ, r sinϕ). Zeigen Sie die Darstellung
des Laplaceoperators

∆u(x) = ∂2

∂r2 ũ(r, ϕ) + 1
r

∂

∂r
ũ(r, ϕ) + 1

r2
∂2

∂ϕ2 ũ(r, ϕ) (1)

für x = Φ(r, ϕ) und r > 0.
Anleitung: Durch Normierung erhält man aus den Vektoren ∂rΦ und ∂ϕΦ die (orthogonalen)
Richtungsvektoren er und eϕ. Der Gradient von u lässt sich damit schreiben als (∇u)(Φ(r, ϕ)) =
∂rũ(r, ϕ)er + r−1∂ϕũ(r, ϕ)eϕ. Für eine beliebige Testfunktion ψ ∈ C2

c (R2 \ {0}) gilt daher∫
R2
∇u · ∇ψ =

∫ ∞
0

∫ 2π

0

{
∂rũ · ∂rψ̃ + 1

r2∂ϕũ · ∂ϕψ̃
}
r dϕ dr .

Durch partielle Integration erhält man links ∆u und rechts den Ausdruck aus (1).
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Aufgabe 4 (Zusammenhang: harmonisch ↔ holomorph ↔ konform). (5 Punkte)
Sei D ⊂ C ≡ R2 offen und f : D → C, f = u+ iv eine Funktion. Zeigen Sie:

a) f holomorph ⇒ ∆u = ∆v = 0 in D.

b) IstD ein achsenparalleles Rechteck und u : D → R harmonisch, so gibt es eine holomorphe
Funktion f : D → C mit Realteil u.

c) f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) heißt konform, falls gilt

|∇u|2 = |∇v|2 6= 0 , 〈∇u,∇v〉 = 0 .

Zeigen Sie: Falls f holomorph und nicht konstant ist, so ist f konform.

d) Sei u ∈ C2(R2,R) harmonisch und Φ : R2 → R2 konform. Beweisen Sie, dass dann auch
u ◦ Φ : R2 → R harmonisch ist.
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