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Nachtrag vom letzten Blatt:

Aufgabe 1. [Schwache Formulierung des Stefan-Problems] Zeigen Sie mit formalen
Rechnungen, dass die schwache Formulierung des Stefan-Problems (mit Energien) mit
der starken Formulierung (Sprungbedingung am Rand) übereinstimmt.
Anleitung: Sei 1Ωt : Σ → R mit den Werten 0 und 1 die charakteristische Funktion der
Menge Ωt. Verwenden Sie

∂t1Ωt = −VHn−1|∂Ωt

mit dem n− 1-dimensionalen Hausdorff-Maß Hn−1. Vergleichen Sie mit dem singulären
Anteil von ∆v.

Aufgabe 2. [Differentialinklusion mit Zeitdiskretisierung] Sei ϕ : Rn → R̂ = R∪ {+∞}
konvex und stetig. Seien weiterhin a0 ∈ Rn mit ϕ(a0) < ∞ und T > 0. Zeigen Sie: Die
Gleichung

∂ty ∈ −∂ϕ(y)

hat eine eindeutige schwache Lösung, also y ∈ H1(0, T ;Rn) mit∫ T

0

∂ty(y − z) dt ≤
∫ T

0

(ϕ(z)− ϕ(y)) dt , ∀z ∈ L2(0, T ;Rn) ,

y(0) = a0 .

Anleitung:

1. Stellen Sie die Zeitdiskretisierung yn+1−yn
∆t

∈ −∂ϕ(yn+1) mit y0 := a0 für alle n =
0, · · · , N und ∆t = T/N auf.

2. Seien ŷN die stückweise lineare und ȳN die stückweise konstante Interpolation.
Zeigen Sie Abschätzungen für ŷN , ȳN ∈ L∞(0, T ;Rn), ∂tŷ

N ∈ L2(0, T ;Rn) und
ϕ(ȳN) ∈ L∞(0, T ;R).

3. Für Limiten y ∈ H1(0, T ;Rn) von ŷN und φ ∈ L2(0, T ;R) von ϕ(ȳN): Zeigen Sie
mit dem Lemma zum Vergleich von Interpolationen die Relation φ = ϕ(y) und die
schwache Lösungseigenschaft.
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