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Aufgabe 1 (Fourier-Koeffizienten berechnen). (2 Punkte)
Fiir eine Funktion f € Ly, := L?((0,27)) sind die Fourier-Koeffizienten ¢, € C definiert durch

1 2 ”
Cp = —— x)e " dr, kel.
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Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten fiir folgende Funktionen:

(i) fla) =z
(i) f(x) = |sin()].

Aufgabe 2 (Orthonormalsystem). (2 Punkte)
(i) Zeigen Sie, dass die Funktionen

1 1
xHﬁsin(k‘x) (k=1,2,3,...), xHﬁcos(kx) (k=0,1,2,...)

ein Orthonormalsystem in L3 bilden.

(ii) Zeigen Sie, dass dieses Orthonormalsystem vollstandig ist.

Hierzu diirfen Sie verwenden, dass die komplexen Basisfunktionen &y (z) = \/%e””, keZ,

ein vollstandiges Orthonormalsystem bilden.

Aufgabe 3 (Nur Sinusfunktionen). (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktionen ¢y (x) = \/g sin(kx), k € Ny, und dazu

ﬁ: Lgﬂ- — £2<N*> y f = <<f7 ¢k>>k€N* )
Fri (N, — L2, (Ch)ren, = D Cr -
kEN*

(i) Bestimmen Sie Q = F o F* und zeigen Sie, dass P = F* o F eine Projektion ist, d.h,
dass Po P = P gilt.

(ii) Geben sie eine Formel fiir P an.



Aufgabe 4 (Fourier-Reihen Differenzierbarkeit). (8 Punkte)

Sei f : R — C eine Funktion mit f(z + 27) = f(x) fir alle x € R. Wir nehmen an, dass
flo,27) € Lax. Es seien (cx)rez die Fourier-Koeffizienten von f|(g2x). Zeigen Sie:

(i) Wenn f eine n-mal stetig differenzierbare Funktion ist, so gilt

=0 (\k:l\”)> fir |k| — 0.
(ii) Falls
ck—O< ! )) fur |k| — oo,

| k|n+2
so ist f eine n-mal stetig differenzierbare Funktion und die Fourier-Reihe konvergiert
gleichmafig gegen f.
(iii) Zeigen sie mit einem Beispiel, dass in (i) die Umkehrung nicht gilt.

Tipp: Sie haben die Koeffizienten fiir ein passendes Beispiel in einer anderen Aufgabe
bereits berechnet.



