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Aufgabe 1 (Teilung der Eins). (2 Punkte)

Fiir jedes ¢ > 0 sei (a5, )pezn eine Teilung der Eins auf R”, d.h. a;. : R — [0,1] seien
Funktionen mit Y- ,c7. a5 () = 1 fiir alle # € R™. Zusitzlich nehmen wir an, dass die a5,

unendlich oft differenzierbar sind und auflerhalb von {z € R™ | |x; — pie| < e fir 1 <i < n}
verschwinden.

Zu einer vorgegebenen Funktion f € C.(R") definieren wir

fa = Z f(pg)a;E.

pEL™

Zeigen Sie, dass die Funktionen f. € C2°(R") fiir ¢ — 0 gleichméafig gegen f konvergieren.

Aufgabe 2 (Rotationssymmetrie). (2 Punkte)
Es seien f, g : R" — R stetige Funktionen, fiir die gilt:

[zl =1yl = f(z)=f(y) und g(z) = g(y) .

Solche Funktionen heiflen rotationssymmetrisch.

Fiir ein vorgegebenes R > 0 und die Kugel B = Bg(0) C R" definieren wird die Funktion

F :R"™ — R durch
Fa) = [ f@gly—x)dy.

Zeigen Sie, dass F' ebenfalls rotationssymmetrisch ist.

Aufgabe 3 (Eine Positivitdtseigenschaft). (2 Punkte)

Es sei f:Q — R eine messbare Funktion, zu der es eine messbare Menge M C Q mit |M| > 0
und f(z) > 0 fir alle © € M gibt. Zeigen Sie, dass es ein € > 0 und eine messbare Menge M,
mit |M.| > 0 gibt, sodass f(z) > ¢ fir alle z € M..

Aufgabe 4 (Laplace in Kugelkoordinaten). (2 Punkte)

Leiten Sie eine Formel fiir den Laplace-Operator in Kurgelkoordinaten her (in R?).



Aufgabe 5 (Skalarproduktrdume).
Es sei K € {R,C} und X ein Vektorraum tiber K. Eine Abbildung

() X xX =K
heifit Sesquilinearform, falls gilt:

(A) Ma,y) = Az, y) = (x, \y) fiir alle z,y € X und X € K.
(B) (z,y) + («',y) = (x + 2, y) fir alle z,y,2" € X.

Eine Sesquilinearform heifit symmetrisch, falls
(C) (x,y) = (y,z) fiir alle z,y € X,
und positiv definit, falls
(D) fir alle x € X gilt: (x,z) > 0 und (z,z) =0 < x = 0.
Eine positiv definite symmetrische Sesquilinearform heift Skalarprodukt.
(i) Es sei 2 C R™ messbar. Zeigen Sie, dass durch
(u,vy = /Qu(x)@(x) dz

ein Skalarprodukt auf L?(Q, K) definiert wird.

(ii) Zeigen Sie fiir u,v € L*(Q,K) die Parallelogrammidentitit:

I+ vl ) + llu = vliZa) = 2lulliz @) + 2lvlZ )

(2 Punkte)



