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Aufgabe 1 (Rotationskörper). (3 Punkte)
Gegeben sei eine messbare Funktion h : (a, b)→ (0,∞) und dazu der Rotationskörper

V := {(x, y, z) ∈ R3 | |(x, y)| ≤ h(z)} .

(i) Skizzieren Sie den Graphen von h und die Menge V für

h(z) := z − 1
2bzc − bz/4c(z − 5/2) , z ∈ (a, b) := (0, 5) .

Sie dürfen dazu auch passende Farben verwenden.
Hinweis. Mit bxc wird die größte ganze Zahl bezeichnet, die kleiner oder gleich x ist.

(ii) Geben Sie mithilfe des Prinzips von Calavieri eine Formel für das Volumen von V an.

(iii) Leiten Sie dieselbe Formel nochmals her, indem Sie die Transformation

Φ : Σ× (0, 2π)→ V , (s, φ, z) 7→ (s cosφ, s sinφ, z)

mit Σ := {(s, z) ∈ R2 | 0 < s < h(z) , z ∈ (a, b)} verwenden.

Aufgabe 2 (Konvergenzsätze). (2 Punkte)
Es sei Ω ⊂ Rn beschränkt und offen, und (uk) eine Folge messbarer Funktionen uk : Ω→ R mit
der Eigenschaft, dass uk(x) → u(x) für fast alle x ∈ Ω. Weiterhin sei f : R → R eine stetige
und beschränkte Funktion. Zeigen Sie, dass f(uk)→ f(u) in L1(Ω), das heißt∫

Ω
|f(uk(x))− f(u(x))| dx→ 0 (für k →∞).

Aufgabe 3 (Volumenberechnung). (2 Punkte)
Es sei R > 0 und Ω ⊂ R3 die Menge

Ω := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ R2 , x2 + y2 ≤ z2 , z ≥ 0} .

Skizzieren Sie die Menge Ω und berechnen Sie das Volument mithilfe der Kugelkoordinaten
(x, y, z) = (r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ).
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Aufgabe 4 (Transformationsformel). (3 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass die Abbildung

Φ : (0,∞)× (0, 1)→ (0,∞)× (0,∞) , Φ(s, t) := (s(1− t), st)

bijektiv ist. Wie lautet die Umkehrabbildung? Berechnen Sie die Funktionalmatrix und
Funktionaldeterminante von Φ.

(ii) Berechnen Sie mithilfe der Transformation Φ und des Satzes von Fubini das Integral∫
(0,∞)×(0,∞)

e−x−yx−1/2y−1/2 dx dy .
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