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Aufgabe 1 (Rechnen mit Fubini). (3 Punkte)

(i) Wir betrachten die Abbildung

f : R2 → R , (x, y) 7→ xy

(x2 + 1)(y2 + y + 1) .

Für welche Quadrate Q := [a, a+1]×[b, b+1] der Kantenlänge 1 wird das Integral
∫

Q f dλ2

maximal? Welchen Wert besitzt es?

(ii) Es sei G := {(x, y) ∈ R2 | x ∈ (1, 3) , 0 < y < x2}. Berechnen Sie das Integral
∫

G f dλ2

für die Abbildung
f : R2 → R , (x, y) 7→ x2 + xy − y3 .

Aufgabe 2 (Prinzip von Cavalieri). (2 Punkte)
Es seien a, b, c > 0. Wir betrachten die Ellipse E1 und den Ellipsoiden E2, definiert durch

E1 :=
{

(x, y) ∈ R2
∣∣∣∣∣
(
x

a

)2
+
(
y

b

)2
≤ 1

}
, E2 :=
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Berechnen Sie den Flächeninhalt von E1 und das Volumen von E2.

Aufgabe 3 (Ein Gegenbeispiel). (2 Punkte)
Es sei f : [0, 1]→ R definiert durch

f(x, y) :=


y−2 falls 0 < x < y ≤ 1
−x−2 falls 0 < y < x ≤ 1
0 sonst.

Berechnen Sie
∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dx dy und

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dy dx .

Aufgabe 4 (Konvergenzsätze). (3 Punkte)
Überprüfen Sie jeweils, welche Voraussetzungen der Sätze von Beppo Levi und Lebesgue und
des Lemmas von Fatou erfüllt werden und welche nicht. Geben Sie jeweils den punktweisen
Limes der Funktionen fk : Ω→ R an.

(i) Sei Ω := [0, 1] und rj eine Abzählung von Ω ∩Q. Weiter sei fk(rj) = 1 für 1 ≤ j ≤ k und
fk(x) = 0 für die restlichen x ∈ Ω.

(ii) Sei Ω := R und fk(x) := 1
k
für −k ≤ x ≤ k sowie fk(x) = 0 für die restlichen x ∈ Ω.

(iii) Sei Ω := [0, 1] und fk(x) := k für 0 < x < 1
k
sowie fk(x) = 0 für die restlichen x ∈ Ω.
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