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Aufgabe 1 (Eigenschaften von L'-Funktionen). (3 Punkte)

(i) Es sei Q C R™ messbar und f € LY(Q). Zeigen Sie:
(a) Fiir eine beliebige Folge (€2;);en messbarer Teilmengen von €2 mit lim;_,. [2;] = 0 gilt
(b) Fiir jedes € > 0 gibt es eine messbare Menge o C 2 mit Qo] < 0o und [ q, [f] <e.

(ii) Es gelte Q = U;en §4 fur eine Folge (€2;);en paarweise disjunkter messbarer Mengen.

Folgern Sie aus (i), dass
Jr=x]r
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Aufgabe 2 (Mittelwerte). (2 Punkte)

Es sei (€2;);en ein Folge messbarer Teilmengen von R™ mit A"(€2;) € (0, 00) fiir alle j € N. Wir
nehmen an, dass diese Mengen sich auf einen Punkt xy € R" zusammenziehen, d. h. fir jedes
e > 0 gibt es ein J € N, sodass Q; C B.(xo) fiir alle j > .J. Weiterhin sei f € L'(4) stetig in
xg. Zeigen Sie: .

.
7220 N (€)

/Q f(z)dz = f(xo) .
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Aufgabe 3 (Anwendung des Satzes von Beppo-Levi). (2 Punkte)

Sei Q2 := (0,1) und f(z) = \/z . Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Beppo-Levi, dass f € L'()
und [, f = 2.

Aufgabe 4 (Beispiele). (3 Punkte)

Es sei Q) eine messbare Teilmenge des R™. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(i) Sei fi eine Cauchy-Folge in L'(Q), die punktweise fast iiberall gegen eine Funktion f :
Q) — R konvergiert. Dann gilt f; — f in L'(Q).

(i) Sei fi : © — R eine monoton wachsende Folge mit f, — f in L'(Q2). Dann konvergiert
die gesamte Folge punktweise fast iiberall gegen f.

(iii) Geben Sie fir 2 = R Folgen stetiger Funktionen fi, gx : @ — R an mit

(a) fr — 0in LY(2), aber nicht in C°(),
(b) gx — 0 in C°(2), aber nicht in L'(£2).



