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Aufgabe 1 (Lemma von Fatou). (2 Punkte)
Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und fk : X → [0,∞] eine Folge messbarer Funktionen. Zeigen
Sie: ∫

X
(lim inf

k→∞
fk) dµ ≤ lim inf

k→∞

∫
X
fk dµ .

Aufgabe 2 (Riemann-integrierbare Funktionen). (2 Punkte)
Es sei f : [a, b] → R eine Riemann-integrierbare Funktion. Zeigen Sie: f ist Lebesgue-messbar
und das Riemann-Integral stimmt mit dem Lebesgue-Integral überein,∫ b

a
f(x) dx =

∫
[a,b]

f(x) dλ(x) .

Aufgabe 3 (Kritische Werte). (2 Punkte)
Es sei f : R→ R stetig differenzierbar und A := {x ∈ R | f ′(x) = 0}. Zeigen Sie, dass f(A) ⊂ R
eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Hinweis: Jede offene Teilmenge von R ist eine disjunkte Vereinigung abzählbar vieler offener
Intervalle. Untersuchen Sie die Mengen

An(ε) := {x ∈ (−n, n) | |f ′(x)| < ε2−n}
und wenden Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an.

Aufgabe 4 (Absolutstetigkeit). (1+1+2=4 Punkte)
Es sei (X,A) ein Messraum und µ, ν seien zwei Maße auf X. Das Maß ν heißt absolut stetig
bezüglich µ, in Zeichen ν � µ, wenn jede µ-Nullmenge auch eine ν-Nullmenge ist.

(i) Wir betrachten den Messraum der Borel-messbaren Mengen im Rn und darauf das Lebesgue-
Maß λn sowie das Dirac-Maß δ0. Zeigen Sie, dass weder λn � δ0 noch δ0 � λn gilt.

(ii) Es gilt der Satz von Radon-Nikodým:

Es sei (X,A) ein Messraum und µ, ν seien zwei Maße auf X. Das Maß µ sei
σ-endlich, d. h. es gelte X = ⋃

n∈NAn für Mengen An ∈ A mit µ(An) < ∞.
Dann gilt ν � µ genau dann, wenn es eine messbare Funktion f : X → [0,∞)
gibt mit ν = fµ.

Zeigen Sie eine der zwei Implikationen dieses Satzes.

(iii) Zeigen Sie: Falls ν(X) <∞, so gilt ν � µ genau dann, wenn gilt:
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀A ∈ A : µ(A) < δ =⇒ ν(A) < ε .
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