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Aufgabe 1 (Approximation des Lebesuge-Mafles). (2 Punkte)

(i) Aus Satz 4.3 wissen wir, dass fiir messbare Mengen A C R gilt:
A (A) = inf{\"(U) | U D A offen} = sup{\"(U) | U C A abgeschlossen} .

Zeigen Sie, dass diese Aussage nicht wahr ist, wenn man die Begriffe ,offen und ,,abge-
schlossen® vertauscht.

(ii) Untersuchen Sie, ob fiir messbare Mengen A C R™ gilt:

A'(A) = sup{\"(U) | U C A kompakt} .

Aufgabe 2 (Mafle und Grenzwerte). (2 Punkte)
Es sei p ein MaB. Zeigen Sie:

(i) Fur eine Folge (Ay) messbarer Mengen mit A1 D Ay fiir alle £ € N gilt

p(A) = lim p(Ay), A= (] Ax.

keN
(ii) Fir eine Folge (Ay) messbarer Mengen mit p(A;) < oo und Ay C Ay fir alle £ € N gilt

pA) = lim p(Ay), A=) Ax.

keN

Zusatz: Ohne die Bedingung p(A;) < oo gilt die Aussage nicht.

Aufgabe 3 (Ein Zufallsexperiment). (8 Punkte)
Wir untersuchen folgendes Zufallsexperiment: Zunachst wird eine faire Miinze geworfen. Wenn

das Ergebnis ,,Zahl“ ist, wird der Variablen w der Wert i zugeordnet und das Experiment ist

beendet. Zeigt die Miinze ,Kopf“, so wird eine Zufallszahl in [0, 1] bestimmt, wobei wir von
einer Gleichverteiltung ausgehen (alle Zahlen sind ,, gleich wahrscheinlich®). Dann wird w gleich
dieser Zufallszahl gesetzt.

(i) Warum gibt es keine ,,Wahrscheinlichkeitsdichte* f : [0,1] — R, sodass die Wahrschein-
lichkeit fiir w € (a,b) mit 0 < a < b < 1 gerade [° f(w) dw ist?

(ii) Es sei A = {(a,b) | 0 < a <b < 1}. Finden Sie eine Abbildung p : A — R, sodass die
Wabhrscheinlichkeit fir w € (a,b) gerade p((a,b)) ist.
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Aufgabe 4 (Die Cantor-Funktion).
Die Cantor-Menge C' C R ist definiert als C' = ,,cy, Cn, wobei

CO = [0,1], Cn :il))(

Dazu definieren wir nun die Funktionen F,, : [0,1] — R durch

A= (3) [ e,

Dabei bezeichnet x¢, die charakteristische Funktion der Menge C,,, d. h.

1, fallsz e C,,
XG@ = N0, fallsa ¢ C,.

(i) Skizzieren sie jeweils einen Graphen zu Fy, F} und Fo.

Cn,1 U (2 + Cnfl)) 3 neN.

(8 Punkte)

(ii) Zeigen Sie, dass die Grenzfunktion F(x) := lim,,_,, F'(z) existiert und dass F stetig und

monoton wachsend ist. Die Funktion F' heifit Cantor-Funktion.

(iii) Zeigen Sie, dass F'(C) = [0,1] und F'(z) = 0 fur alle [0,1] \ C.

Anmerkung: In der vergangenen Prasenziibung haben wir gezeigt, dass die Cantor-Menge C
eine Nullmenge ist. Sie zeigen mit der obigen Aufgabe also, dass die Nullmenge C' stetig und

surjektiv auf [0, 1] abgebildet werden kann.



