Pror. Dr. B. SCHWEIZER TECHNISCHE UNIVERSITAT DORTMUND
Kraas POELSTRA, M. Sc. Wintersemester 2020/21

Analysis 3
Blatt 10

Abgabe bis Montag, 8. Februar 2021, 14:00 Uhr

Aufgabe 1 (Schwingende Saite). (3 Punkte)

Eine Saite der Lénge 7 sei in den Punkten x = 0 und = = 7 fest eingespannt. Die Saite
wird beispielsweise durch Zupfen in Bewegung versetzt und hat im Punkt x € [0, 7] zur Zeit
t > 0 eine gewisse Auslenkung wu(z,t) sowie eine Auslenkungsgeschwindigkeit dyu(x,t). Das
Bewegungsgesetz der Saite ist die partielle Differentialgleichung

0*u(z,t) _ 2 0*u(z, 1)
ot? dx? 7’

x € (0,m), t € (0,00).

Hierbei ist ¢ > 0 eine gegebene Konstante. Dazu haben wir die Randbedingungen
u(0,t) = u(m,t) =0, t €0,00),
und die Anfangsbedingungen
u(z,0) = up(x), du(x,0) =ui(x), xz e [0,7].
Hierbei sind ug : [0, 7] — R und u; : [0, 7] — R zwei gegebene Funktionen mit ug(0) = uy(0) =

0, sowie ug(m) = uy(m) = 0. Wir suchen eine Losung u : [0, 7] x [0,00) — R in Form einer
Fourier-Reihe

u(z,t) = by(t) sin(kz)
k=1
mit zeitabhéngigen Koeffizienten by, : [0,00) — R.

(i) Bestimmen Sie eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die Koeffizienten by, : [0, 00) — R
sowie deren allgemeine Losung.

(ii) Finden Sie zu gegebenen Anfangsdaten u;(z) = Y72, ¢;xsin(kz), j € {0,1}, einen Kan-
didaten fir die Losung u.

(iii) Fir die Fourier-Koeffizienten der Anfangsdaten gelte
Yo lkeipl* <o, je{0,1}.
k=1

Zeigen Sie, dass die Funktion u aus (ii) die Anfangsbedingungen erfiillt, d. h. dass ||u(t) —
upl| 2 — 0 und ||Opu(t) —uq|| 2 — O fir ¢ — 0. Zeigen Sie dazu, dass die Reihen Y, |by(t) —
cox* und 34 |0} (t) — c1x)? gleichméBig beschrankt in ¢ sind.



Aufgabe 2 (Integration mit einem Einheitsnormalen-Vektorfeld). (8 Punkte)

Sei M eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R?, die durch eine Karte ¢ : U — M
parametrisiert ist, U C R2. Zeigen Sie, dass

| f@)v@)de =+ [ f(6()) - @16(y) x B:6(1)) dy
M U
fiir jede integrierbare Funktion f : M — R3. Hierbei ist

_ 019(y) x %29(y)
- 010(y) x %20(y)|

ein Einheitsnormalen-Vektorfeld zu M.

v(x) y=0¢ (), zeM,

Hinweis: Zeigen Sie dazu fiir eine Matrix F' € R3*2? mit den Spalten f, fo € R3, dass

det(FTF) = |f, x fol?.

Aufgabe 3 (Flacheninhalt des Torus). (2 Punkte)
Fir reelle Zahlen 0 < r < R sei der Torus Ty definiert durch

Ty = {(ac,y,z) ERY | (R— /22 +12)* +2° = 7“2} .

Berechnen Sie das zweidimensionale Volumen von Ts.

Aufgabe 4 (Flicheninhalt eines Rotations-Ellipsoids). (2 Punkte)
Es seien a, b, ¢ > 0. Berechnen Sie die Flache des Ellipsoids

o {imremt (3 ()1 (2)'-1)

fiir den Fall a = b.



