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Aufgabe 1. (4+4=8 Punkte)
Beweisen Sie:
(a) Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

(b) Seien (z,)neny und (yn)nen reelle Folgen mit x, — = und y, — y fir n — oo. Dann gilt
TpYn — xy fiir n — oo.

Aufgabe 2. (5+2+2=9 Punkte)

Sei f : [a,b] — [a,b] monoton wachsend und stetig. Fiir ein vorgegebenes zy € [a,b] sei die
Folge (z,,)nen rekursiv definiert durch z,, = f(z,,_1) fiir n € N. Zeigen Sie:

(a) Die Folge (xy,)nen ist monoton. (Hinweis: Fallunterscheidung)
(b) Die Folge (z,)nen konvergiert gegen ein x € [a, b].

(c) Esgilt f(z) =

Aufgabe 3. (4+(3+3+8)=13 Punkte)

(a) Untersuchen Sie fir ¢ > 0 die Folge (ay)ren mit ay = ZZ:L’; auf Konvergenz und bestimmen
Sie ggf. den Grenzwert.

(b) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
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Aufgabe 4. (3+3+3=9 Punkte)
Geben Sie jeweils (ohne Beweis) ein Beispiel an fiir

(a) eine surjektive Funktion f : R — Q.

(b) eine beschrankte Funktion f : R — R ohne Maximum.

(c) eine unbeschrankte Funktion f : R — R mit Maximum.

Aufgabe 5. (10 Punkte)
Sei f : [a,b] — R stetig. Wir definieren m := m[lr})]f( z) und M = m[a%] f(z).

re|a re|a
Zeigen Sie: f([a,b]) = [m, M].



Aufgabe 6. (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion
fi(0,00) 2R, f(z) = Valog(1/x).

Untersuchen Sie f auf lokale Extrema und bestimmen Sie sup f(x) und i(r&f : f(z).
xz€(0,00) z€(0,00

Aufgabe 7. (5+5=10 Punkte)

(a) Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Mittelwertsatz I).

(b) Beweisen Sie |tanx — tany| > |z — y| fur z,y € (—7/2,7/2).

Aufgabe 8. (10 Punkte)
Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, und seien a,b € R mit

f'(a)<0, f'(b)>0, a<b.
Zeigen Sie: Es existiert ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Warnung: Sie diirfen nicht annehmen, dass f stetig differenzierbar ist.

Aufgabe 9. (3+3+3=9 Punkte)

w/2 w/2

sin'(z) dr oder / sin?(x) dz?

(a) Welches Integral hat den groBeren Wert: /
0 0

(b) Bestimmen Sie die Taylorreihe Ty () der Funktion f : R — R mit f(z) == (x — 20)% — 20z
um den Entwicklungspunkt zy = 0.

(c) Sei f : R — R eine stetige Funktion und F' : R — R eine Stammfunktion von f. Seien
auBerdem «, § : R — R differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie:

d(i /j()) f(s)ds = f(B(x))B'(z) — f(a(z))d/ (z).

Aufgabe 10. (4+4+4=12 Punkte)

(a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(x) = sin/x (x > 0).
Tipp: Substitution und partielle Integration.

(b) Berechnen Sie das Integral A = / " &% cos z da.

0
Tipp: Zweifache partielle Integration liefert eine Gleichung fir A.

(c) Untersuchen Sie das uneigentliche Integral
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auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. seinen Wert.



