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Aufgabe 1. (1+2+1=4 Punkte)
Zeigen Sie fir n € N:

" _
2§<1+> <> ;<3

Hinweis: Verwenden Sie (ohne Beweis) die Bernoulli-Ungleichung, den binomischen
Lehrsatz, und die Ungleichung 2% < k! fiir k > 4.

Aufgabe 2 (Offene Mengen). (1+2+2=5 Punkte)

Sei [ eine Indexmenge und fiir jedes ¢ € I sei U; C R eine offene Menge. Zeigen
Sie:

(a) Ujer U; ist offen in R.

(b) Njer U; ist offen in R, falls I endlich ist.

(c) Falls I nicht endlich ist, ist N;c; U; nicht notwendigerweise offen in R.

Aufgabe 3 (Konvergenz von Teilfolgen). (1+2+2=5 Punkte)

Sei (ag)ken eine Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie:

(a) Konvergieren die Teilfolgen (ag)keny und (agx—1)ren gegen denselben Wert a €
R, so auch die Folge (ay)gen-

(b) Konvergieren die Teilfolgen (as), (agk—1)reny und (ask)ren, so auch die Folge
(ak)ren. In diesem Fall stimmen alle Grenzwerte tiberein.

(c) Angenommen, (ax)gen konvergiert gegen a € R. Dann konvergiert die Folge
((=1)*az)pen genau dann, wenn a = 0.



Aufgabe 4 (Cauchy-Kriterium). (2+3+1=6 Punkte)

Wie in Aufgabe 4 von Blatt 4 betrachten wir die reelle Folge (ax)xen,, die rekursiv
definiert ist durch

1
ag =1, ak+1::1+;fﬁrk€No.
k

Wir verwenden von Blatt 4, dass a; € [1,2] fiir alle £ € Ny. Beweisen Sie er-
neut, aber diesmal ohne das Monotonie-Kriterium, die Konvergenz dieser Folge
und bestimmen Sie den Grenzwert.

Anleitung: Gehen Sie folgendermaflen vor:
(a) Zeigen Sie, dass |ag1 — ag| < 3lar, — ap—q| fiir alle k € N.
(b) Folgern Sie, dass (ax)ken, eine Cauchy-Folge ist und darum konvergiert.

(c) Bestimmen Sie mit diesem Wissen den Grenzwert dieser Folge.



